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I. ELEKTRONOVA STRUKTURA MOLEKUL

Chemie (fecky ,xnueta®, z egyptského ,chem* znamenajictho ,zemé*) je véda, kterd se
zabyva slozenim, strukturou a vlastnostmi latky a jejimi pfeménami v pribéhu chemickych
reakci. Chemické vlastnosti latek jsou do rozhodujici miry urceny elektronovou strukturou
molekul, z nichz tyto latky sestavaji, a studium této struktury proto hraje v soucasné chemii
zcela prominentni roli. Zakladem moderniho studia elektronové struktury se na pocatku
20. stoleti stala kvantova teorie. Nasledujici stranky jsou vénovany nékterym z jejich zavért,

které maji dalekosahlé disledky pro zkouméani chemickych vlastnosti molekul.

A. Vlnova funkce a orbitaly

Jednim ze zakladnich pojmu kvantové fyziky a chemie je wvlnovd funkce. Tato funkce
néjakym zptisobem charakterizuje stav ¢astice nebo soustavy castic — tedy naptiklad atomu
nebo molekuly. Kvantova teorie tika, Ze pokud se nam podafi urcit tvar vinové funkce
pro nasi molekulu, budeme schopni urcit vSechny jeji fyzikalni vlastnosti. V tom spociva
pritazlivost vlnové funkce — koho by to neldkalo, vypocitat jednu funkci a védét o néjaké
zajimavé molekule najednou tuplné vSechno!

Vlnovou funkci charakterizujici elektronovy obal atomu nebo molekuly vyjadiujeme po-
moci jednodussich funkei, takzvanych orbitali. Orbital ¢ je tedy funkei prostorovych sourad-
nic x, y a z, které charakterizuje stav elektronu. Z funkéni hodnoty orbitalu v néjakém misté
prostoru (v blizkosti atomu/molekuly) muZeme ziskat napfiklad pravdépodobnost vyskytu

elektronu p v tomto misté, a to jako druhou mocninu funkéni hodnoty orbitalu:

plz,y, 2) = [(z,y,2)|° (1)

Zde miize byt ¢tenar ponékud zmaten — stfedoskolska chemie prece pod pojmem orbital
chape néjaky prostorovy tutvar, v némz se pohybuje dotycény elektron nebo dvojice elek-
tronil. Pfestoze to tak nemusi na prvni pohled vypadat, lze takovéto znazornéni orbitalu
primo odvodit z jeho vyjadieni matematickou funkci. Zde je tieba zjistit, ve kterych bodech
prostoru nase funkce-orbital (pfesnéji jeji druhd mocnina) nabyvéa hodnot presahujicich sta-
novenou mez. Vysledkem je ohranicend c¢ast prostoru, v niz elektron travi velkou vétsinu
¢asu (napt. 98 %). Tento zpiisob zndzornéni orbitali budeme pouzivat i v tomto pamfletu.

Ptikladem ndm budiz molekula guaninu a jeji nejvyssi zaplnény molekulovy orbital (HOMO):



Orbital zde neni kompaktni a sestava z nékolika lalokii. Barvami rozliSujeme ty ¢asti pro-
storu, v nichz orbital nabyva hodnot kladnych (napt. Gervend) a zédpornych (zlutd). Odlisné
zbarvené laloky jsou v prostoru oddéleny takzvanymi wuzlovymi plochami (téZ zvanymi no-
délni plochy), v nichz orbital nabyva nulové hodnoty a elektron tam mé tudiz nulovou prav-
dépodobnost vyskytu. (Znaménko vinové funkce jinak valného fyzikalniho smyslu nema4.)
Uzlové plochy orbitalu, presnéji fe¢eno jejich pocet, souviseji s energii orbitalu. O skupiné
orbitaltt v molekule! mfizeme ¥ici, Ze orbital s vyssi energii bude mit vétsi pocet uzlovych
ploch. Tento poznatek plati obecné a je diilezity a zajimavy zaroven. Podivejme se napiiklad
na orbitaly v molekule hydridu beryllnatého BeH,. Kombinaci ¢tyf atomovych orbitali (1s

na kazdém atomu H a 2s a 2p na atomu Be) vznikaji ¢tyfi molekulové orbitaly:

e
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1 Je tfeba uvazovat skupinu bud vyhradné o orbital@ nebo skupinu vyhradné 7 orbitald, viz dale.




Orbital 1o lezi energeticky nejnize a nema zadnou uzlovou plochu. Dalsi na fadé, orbital

20 ma jednu, dale 30 dvé a konec¢né 4o tii uzlové plochy.

B. Atomové a molekulové orbitaly, hybridizace

Klicovym konceptem pro pochopeni prostorového tvaru molekulovych orbitalii je schéma
MO-LCAO,? tedy vyjadieni kazdého molekulového orbitalu jako linedrni kombinace atomouvyjch
orbitali, umisténych na jednotlivych atomech molekuly. Jak nazev napovidé, jedna se o
proces, do néhoz vstupuji atomové orbitaly, aby byly pfetvofeny na orbitaly molekulové.

Jak to funguje, jsme si vlastné jiz naznacili na uvedené molekule BeHs; nyni se pokusme
lépe vysvétlit pojem ,linearni kombinace”. Do hry vstupuji ¢tyfi atomové orbitaly — 2s a
2p na atomu beryllia a 1s na kazdém vodiku (1s; a 1s;). Zde je dobré mit na paméti, ze
orbital je do zna¢né miry funkce v matematickém smyslu spiSe nez hmatatelny objekt, a s
funkcemi je mozné zachéazet podobné jako s vektory (obsirnéji se tomuto tématu vénujeme
ve druhé kapitole). A jednou ze zékladnich vektorovych operaci je jejich linedrni kombinace,
ktera dava vznik novému vektoru. Pfesné to se déje pri vzniku molekuly — molekulové or-
bitaly vznikaji linearni kombinaci orbitalt atomovych. V ptfipadé BeH; vypadaji ptislusné

kombinace priblizné takto:

lo = 0,7-25s+0,5-1s1 +0,5- 159

20 = 0,7-2p4+0,5-1s1 —0,5- 139

30 = —0,7-25+0,5-1s; +0,5- 159

40 = 0,7-2p—0,5-1s1 +0,5- 139 (2)

Podrobnéji se budeme matematickému pozadi MO-LCAO vénovat ve druhé kapitole.

Je rovnéz dilezité zminit, Ze molekulové orbitaly byva zvykem charakterizovat podle je-
jich symetrie vici ose vazby. U planarnich molekul, obzvlasté téch vysoce symetrickych,
uvazujeme misto toho symetrii orbitalu vii¢i roviné molekuly. Pokud je MO vii¢i ose vazby
/ roviné molekuly symetricky, oznacujeme jej jako o-orbital. Naopak, je-li orbital antisy-

metricky vii¢i ose vazby / roviné molekuly,® jednd se o w-orbital. Touto osou vazby nebo

2 Molecular Orbitals as Linear Combination of Atomic Orbitals
3 tedy dojde-li pfi otoceni kolem osy vazby nebo pieklopeni podle roviny molekuly k zaméné opaéné zbar-

venych laloki



rovinou molekuly pak prochazi uzlova plocha orbitalu. Jako piiklad si vezméme nasledujici

dva orbitaly v molekule ethylenu:

Jeden z vazebnych o-orbitali (vlevo) je symetricky viéi roviné molekuly a tato rovina jim
prochézi. Oproti tomu vazebny m-orbital (vpravo) je vii¢i roviné molekuly antisymetricky — v
hornim poloprostoru ma kladny (¢erveny) lalok a ve spodnim poloprostoru zaporny (zluty).
Rovinou molekuly tedy prochazi jeho uzlova plocha.

Dalsim dtlezitym konceptem je pojem hybridizace, navrzeny za ucelem vysvétleni tvaru
organickych molekul. Jeho podstatou je miseni atomovych orbitali za vzniku novych,
tzv. hybridnich orbitali, které se posléze ucastni tvorby chemické vazby. Ackoliv mizeme
chapat hybridizaci jako pouhy mezikrok pfi tvorbé vazby, jiz mizeme popsat pomoci sché-
matu MO-LCAO, je hybridizace v nékterych situacich viditelna i jako samostatny jev (viz
napiiklad niZe u diskuse vazebnych poméri v molekule karbenu).

Stru¢né feceno se v piipadé hybridizace jednd o vznik hybridnich (atomovych) orbi-
tal (linearni) kombinaci atomovych orbitalii. Tak napiiklad u atomu uhliku ve étyfvazném
usporadani se do hybridizace zapoji vSechny valen¢ni orbitaly (2s a tfi 2p) a hovofime o

hybridizaci sp®. Vznikajici hybridni orbitaly lze vyjadiit napiiklad takto:

lsp® =12 25+ 1/2- 2p, + 1/2- 2p, + 1/2- 2p,

2sp® = 1/2- 25+ 1/2- 2p, — 1/2- 2p, — 1/2- 2p,

3sp® =1/2-25 — 1/2-2p, + 1/2- 2p, — /2 - 2p,

4sp® =1/2-25 — 1/2-2p, —1/2-2p, + /2 2p, (3)
Takto vzniklé orbitaly jsou energeticky degenerované a maji stejny prostorovy tvar,* jak je

vidét na piikladu molekuly methanu. Cervené, zluté, zelené a modfe jsou zde zakresleny

vechny ¢tyii hybridni orbitaly sp® na atomu uhliku:

4 To vsak nemusi platit, pokud se hybridizace tc¢astni d-orbital(y).



C. Spin, Pauliho princip a obsazovani orbitala

Dosud jsme se zabyvali pouze tvarem orbitald v prostoru, presnéji fec¢eno prostorovou
¢asti orbitalt jako vlnové funkce. Orbitaly maji vSak jesté jednu ¢ast, ktera zavisi na vlast-
nosti elektronu nazyvané spin.

Toto pojmenovani by napovidalo, ze spin méa jakysi vztah k rotaci elektronu, ale tak
tomu neni. Spin je dal§i zdkladni vlastnosti,® ktera charakterizuje kazdou elementarni ¢astici,
tedy i elektron. Spin nabyva nezapornych racionalnich hodnot a do zna¢né miry pfedurcuje
kvantové chovani dané ¢astice. Je-li spin ¢astice celociselny, nevznikaji pro kvantové chovani
¢astice zvlastni omezeni. Takové Castice se nazyvaji bosony a jejich ptikladem budiz foton.

Naproti tomu pokud ma c¢astice polociselny spin, je situace odlisna. A protoze takovymto
fermionem je i elektron se spinem s = 1/2; podivame se na chovani téchto ¢astic podrobnéji.
Pro fermiony plati Pauliho vylucovaci princip: Zddné dva shodné fermiony nemohou zaujimat
stejny kvantovy stav. Toto tvrzeni muze znit ponékud abstraktné, ale v pripadé elektronového
obalu molekul je lze zna¢né zjednodusit.

Kvantovy stav elektronu v molekule sestava ze dvou nezavislych ¢asti. Jednou je ¢ast pro-
storové, kterou ur¢ime molekulovym orbitalem. Druhou ¢asti je magnetické spinové kvantové
¢islo my, které nabyva hodnot —s, —s+1, ..., s—1, s (od zadporné vzaté hodnoty spinu do
hodnoty spinu s krokem 1). V pfipadé elektronu ptipadaji v tvahu dvé hodnoty: mg = —1/2
a +1/2, coz se Casto znazornuje Sipkami: | a T. Podle Pauliho principu je vylouceno, aby dva
elektrony zaujimaly tentyz orbital a soucasné mély totéz magnetické spinové kvantové ¢islo
ms (jako zde na obrazku vlevo). Zaujimaji-li tedy tentyz orbital, museji mit rozdilné ms,

které nabizi pravé dvé hodnoty (vpravo):

5 vedle napiiklad hmotnosti nebo naboje
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Zcela lidové je ve smyslu Pauliho principu mozné ¥ici, ze kazdy atomovyj/molekulovy orbital
mauze byt obsazen nejvyse dvéma elektrony. Na této jednoduché tivaze je zalozen vystavbovy
princip, tedy zptsob, jak zjistit obsazeni jednotlivych atomovych/molekulovych orbitald,
pokud zname energie téchto orbitalti. Orbitaly zapliujeme postupné po dvou elektronech
pocinaje energeticky nejnizsim, v poradi vzristajici energie, az do vycCerpani dostupnych
elektroni.

Tento fakt ma pfimy vliv na tvar periodické soustavy prvki. V 1. periodé maji elektrony
k dispozici pouze jeden orbital 1s, do néhoz se vejdou pouze dva (a to s opaénym spinem),
a tedy tato perioda se skldada ze dvou prvku (H, He). Ve 2. a 3. periodé se nabizeji orbitaly
ns a tiikrat degenerované np (s magnetickym kvantovym ¢islem m; = —1,0,1), coz vede
k maximalnimu poc¢tu osmi umisténych elektronti; tyto periody tedy maji po osmi prvcich
(Li-Ne, Na—Ar). K tomuto penzu orbitalti pfibyvaji ve 4. a 5. periodé pétkrat degenerované
d-orbitaly (m; = —2,—1,...,2) s o jednicku niz§im hlavnim kvantovym ¢islem, coz zvySuje
maximalni pocet umistitelnych elektront na 18, a tyto periody obsahuji po 18 prvcich (K-
Kr, Rb—Xe). U prvka druhé periody navic pozorujeme dalsi zajimavy efekt, a sice snahu
atomi v molekulach pojmout ve své valenc¢ni sféfe pravé osm elektront, ¢imz je dosazena
stabilni elektronova konfigurace vzacného plynu (neonu). Tohoto pozorovani je podstatou

znamého empirického oktetového pravidla.

D. Degenerované orbitaly, spinova multiplicita a Hundovo pravidlo

Vystavbovy princip nam dava navod, jak zjistit konfiguraci elektronového obalu atomu
nebo molekuly. Doposud jsme vsak neuvazovali tu moznost, Ze dva nebo vice orbitald maji
stejnou (nebo velmi podobnou) energii. Tento jev se nazyva energetickd degenerace a dotyéné
orbitaly oznacujeme jako energeticky degenerované. Pokud pfi aplikaci vystavbového prin-
cipu dojdeme k takovéto skupiné orbitalli, nemtizeme pomoci dosud uvedenych prostiredkt

rozhodnout, zda je druhy elektron v poradi zapotiebi umistit do téhoz orbitalu jako prvni



elektron, nebo do druhého (jiného):
+— P ++

Na tomto misté je vhodné predstavit veli¢inu zvanou spinovd multiplicita, ktera je defi-
novana jako 25+ 1, kde S je celkové spinové kvantové ¢islo. To viceméné odpovida poloviné
poctu orbitalti obsazenych jednim elektronem (SOMO), takZze miizeme Fici, Ze spinova mul-
tiplicita je rovna poc¢tu SOMO zvySenym o jednic¢ku. Jsou-li vS§echny orbitaly obsazeny dvéma
elektrony nebo prazdné, nabyva spinova multiplicita hodnoty 1 a stav elektronového obalu
nazyvame singlet. Je-li pritomen jeden SOMO, je spinova multiplicita rovna 2 a tento stav se

nazyva dublet. Dalsi stavy viz nésledujici tabulku:

pocet SOMO  spinova multiplicita  néazev stavu

0 1 singlet
1 2 dublet
2 3 triplet
3 4 kvartet
4 ) kvintet

Nyni si jiz mizeme predstavit Hundovo pravidlo: Stav o nejuyssi spinové multiplicitée ma
nejnizsi energii. A protoze nejvyssi spinové multiplicity bude dosazeno umisténim elektroni
do degenerovanych orbitaltt pokud mozno ,,po jednom,“ bude takto vznikly stav stavem
zékladnim.

Jako ptiklad si mizeme vzit velmi zajimavou molekulu karbenu CHs. Atom uhliku ma ve
valenc¢ni sféfe ¢tyti elektrony, z nichz dva jsou vyuzity k tvorbé kovalentnich vazeb s atomy
vodiku. Ostatni dva elektrony obsadi, n&jakym zptisobem, zbyvajici hybridni orbital sp? a

nehybridizovany orbital p, kolmy na rovinu molekuly:

2

sp Pz

Tyto dva orbitaly maji podobnou energii (sp? lezi mirné nize) a lze je tedy povazovat ze dege-

nerované. A jak tedy budou obsazeny? Tot pravé otdzka. Hundovo pravidlo piikazuje, aby v



pripadé degenerovanych orbitalti bylo dosazeno maximalni mozné multiplicity. Tato situace
v pripadé karbenu nastane, bude-li kazdy z doty¢énych orbitali obsazen jednim elektronem.
Tento tripletovy stav karbenu bude zakladnim stavem. Pokud oba uvazované elektrony ob-
sadi orbital sp?, ziskdme singletovy stav molekuly karbenu. Jedn4 se o prvni excitovany stav

s excitacni energii asi 30 kJ/mol.

o0 2 - —
Do F
5 1

triplet singlet

Zajima snad Ctenaie, pro¢ tomu je prave tak? Presné kvantovéchemické vypocty ukazaly,
Ze jsou-li orbitaly obsazeny pouze jednim elektronem, dochézi ke slabsimu stinéni naboje
jadra. Tyto elektrony pak ,citi“ silnéjsi efektivni kladny néaboj a této situaci odpovida nizsi

energie (podle Coulombova zakona).

E. Experimentalni pozorovani elektronové struktury

Elektronova struktura latky ma samoziejmé klicovy vliv nejen na jeji mikroskopické, ale

i makroskopické vlastnosti. Tyto pak mohou byt pozorovatelné experimentalné.

Paramagnetismus

Prestoze se ndm spin muze jevit jako velmi abstraktni veli¢ina, lze jej vystopovat v né-
kterych meéftitelnych vlastnostech latek. Pokud maé totiz molekula nékteré orbitaly zpola
zaplnény — nachéazi-li se tedy v jiném nez singletovém stavu — bude mit nenulovy mag-
neticky moment. Tento jev je zpisoben tim, Ze elektron ma diky nenulové hodnoté svého
spinu i uréity moment hybnosti.® A Ze m& nabitd ¢4stice s nenulovym momentem hyb-
nosti nenulovy magneticky moment, to plati i v klasické mechanice. V latce se zminovanymi
vlastnostmi jsou magnetické momenty jednotlivych molekul orientovany zcela nahodné, a
celkovy magneticky moment latky bude tedy nulovy. Pokud vsak tuto latku se zminovanymi

vlastnostmi vystavime magnetickému poli, usporadaji se magnetické momenty jednotlivych

6 To je v kvantové mechanice obecnym pravidlem.
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molekul rovnobézné s vektorem magnetické indukce vnéjsiho pole a latka tim sama ziska mé-
fitelny magneticky moment. Po odstranéni vnéjsiho pole jednotné orientace magnetickych
momentil jednotlivych molekul opét zmizi a latka sviij magneticky moment ztrati. Toto cho-
vani latek se nazyva paramagnetismus a molekuly s touto vlastnosti (spinova multiplicita

vetsi nez jedna) oznacujeme jako paramagnetické.

Fotoelektronovd spektroskopie

Stejné jako spin se i vinova funkce jevi byt esoterickou entitou, nepfistupnou pfimému po-
zorovani, coz plati nejméné dvojnasob o jednotlivych orbitalech. Pied nékolika lety byl sice
uskuteénén experiment, v némz se podaiilo rekonstruovat podobu HoOMO molekuly dusiku,’
ale tento unikatni pocin ztistane pro naroc¢nost provedeni a tudiz omezenou pouzitelnost
ziejmé osamocen. Co vSak experimentalné sledovat lze, jsou energie molekulovych orbi-
talt. Pii experimentech provadénych technikou fotoelektronové spektroskopie (PES — Pho-
toElectron Spectroscopy) se vzorek latky umistény ve vysokém vakuu ozafuje elektromag-
netickym zafenim o zndmé energii F,seni- Pokud je tato energie vétsi nez vazebna energie
elektroni v latce (tedy ionizacni energie elektronu z piislusného orbitalu), uvolni se tyto
elektrony z latky a vyletuji ven, nacez je méfena jejich kineticka energie Fii,. Ionizac¢ni
energie Fioni, pak zjistime snadno z nasledujiciho vztahu, ktery vyplyva ze zdkona zachovani
energie:

Ezéfeni = Eioniz + Ekin (4>

Zde muzeme dosadit vztahy pro energii zafeni F,sien; = hf a pro kinetickou energii elektronu
D —— 1/2mev2 (h — Planckova konstanta, ¢ — rychlost svétla, A — vlnova délka pouzitého

zéfeni, m, — hmotnost elektronu, v — rychlost emitovaného elektronu):

h
Eioniz = Tc - 1/2mev2 (5>

Ke zkoumani valenc¢nich orbitalti molekul se pouziva ultrafialové zareni o energii v fadu
desitek elektronvolti (Ups — Ultra-violet Photoelectron Spectroscopy), zatimco k vyraZeni

elektronti z vnitinich slupek je zapotiebi mékkého rentgenového zafeni o energii v fadu set

7 Tato studie, provedend v roce 2004 v kanadské Ottawé, byla publikovina pod nazvem Tomographic ima-
ging of molecular orbitals v prestiznim ¢asopise Nature. Pouzita tomografickd technika zahrnovala dtmy-

slnou manipulaci jak se studovanym materidlem, tak s femtosekundovymi laserovymi pulsy.
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az tisicti eV (xps — X-ray Photoelectron Spectroscopy nebo ESCA — Electron Spectroscopy

for Chemical Analysis). Piiklad UpPs spektra je uveden na nésledujicim obrazku:

-
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Binding energy (eV)

Zde byl vzorek butadienu ozafovan ultrafialovym zafenim o energii 80 eV. Na ose z je jiz
uvedena ioniza¢ni energie Fioni, (,,vazebnd energie“ elektronu), vypocitan z kinetické energie
elektronu podle vztahu 4. Nejmensi vazebnou energii maji elektrony v HOMO-orbitalu, jimz
odpovida pik X s nejnizsi energii, kolem 9 eV. Tato hodnota rovnéz odpovida prvni ionizac¢ni

energii butadienu.
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II. HUCKELOVA TEORIE

vvvvvv

bychom si prali. Obvyklym vychodiskem vypocetnich metod, sméfujicich k urceni vinové

funkce, je slavna Schrdidingerova rovnice, obvykle zapisovana ve tvaru
HU =¥ (6)

Zde ¥ je zminovana vlnova funkce a ¢ je energie. Na problém narazime ve chvili, kdy nas
zacne zajimat, co znamena H. To je takzvany hamiltonidn, operator vyjadiujici energetické
poméry v molekule. Pokud bychom chtéli pouzit tuto rovnici jako vychozi bod k vypoctu
Nastésti pro nas vsSak kvantovi fyzikové a chemici vyvinuli fadu vypocetnich metod,
které zahrnuji urc¢ita priblizeni a dany problém tudiz zjednodusuji. Jednou z nejjednodussich
metod vibec je Hiickelova metoda molekulovych orbitald (HMO). Lze ji pouzit k popisu
soustavy m-elektronti a prestoze pouzita priblizeni jsou pomérné hruba, mtzeme pomoci
HMO ziskat kvalitativné spravné odpovédi na otazky tykajici se nenasycenych molekul.
Metoda HMO vychéazi z obecného konceptu vyuzivaného v kvantové chemii: Predpokla-
dédme, ze kazdy molekulovy orbital (MO) lze vyjadfit jako linearni kombinaci atomovych
orbitalii (AO) umisténych na jednotlivych atomech dané molekuly. Vyrazného zjednoduseni
navic dosdhneme tim, ze budeme uvazovat pouze AO typu p a MO typu 7 vzniklé jejich kombi-
naci (tzv. m-elektronova aproximace). Jak takovato kombinace miize vypadat, je znazornéno
v nasledujicim obrazku. Zde vidime nahofe p-AO na c¢tyfech atomech uhliku v molekule

1,3-butadienu a dole vazebny m-MO vznikly jejich kombinaci:

Booo. @00 0 6Bo. 000
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A. Molekulové orbitaly jako kombinace atomovych orbitalu

Zaméime se nyni na vyraz linearni kombinace orbitald, pouzity v predchozich odstavcich.
Z matematiky zname sice operaci linearni kombinace, ale provadénou obvykle s vektory, jak
je popsano tieba ve tieti kapitole tohoto pamfletu. Co to znamena? Vzdyt atomové ani
molekulové orbitaly nemaji s néjakymi orientovanymi tiseckami viibec nic spole¢ného!

To je samoziejmé pravda. Stejné tak je ale pravda, ze vektor muze mit daleko obec-
néjsi, abstraktnéjsi vyznam. Skutecné je mozné, ba dokonce v piipadé nasi tlohy vyhodné,
povazovat orbital, at uz atomovy nebo molekulovy, za vektor.

Jak na to? Myslenka je to genidlné jednoducha: Uvazujme v pfipadé molekuly butadienu
¢tyfi atomové orbitaly p, umisténé na atomech uhliku 1, 2, 3 a 4 (viz pfedchozi obrazek),
oznafme je p; a7z py. Jejich kombinaci vznikne m-orbital butadienu (rovnéz na obrazku).

Tento vztah mezi orbitaly mtzeme vyjadiit jednoduse a presto vystizné rovnici
W:ZCi'pi:Cl'p1+02'p2+03'p3+04'p4 (7)
i

kde ¢; jsou cdisla, zvana rozvojové koeficienty. No ale kde se skryvaji slibované vektory?
Inu, uz je skoro mame. Pokud vezmeme do uvahy, ze orbitaly p; az ps jsou v nasi tloze
neménné, staci ndm k popisu molekulového orbitalu m uvést ¢tyii ¢isla ¢y ... c4. Za celem
elegantnéjsiho feseni nasledujicich tloh z téchto rozvojovych koeficientt sestavime vektor,

jednoznac¢né popisujici 7 orbital butadienu:

C1

Co

3
If
Vo
0
SN—

C3

Cq

Tento zapis tedy znamend presné totéz jako predchozi rovnice. Jak si ukadzeme o nékolik
stranek pozdéji, v molekule butadienu mtizeme prvni vazebny 7 orbital priblizit takovouto

linedrni kombinaci p-orbitalti:

0,37
0,60

1 =0,37-p; + 0,60 - po + 0,60 - p3 + 0,37 - py = 9)
0,60

0,37
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B. Molekula butadienu — hamiltonian

Nyni jiz vime, jakym zptsobem budeme vyjadiovat orbitaly. Nejvétsi hadankou ovsem
zustava, jak osedlat hamiltonian H, tim spise, ze ani poradné nevime, co to je.

Podivame-li se jesté jednou na Schrodingerovu rovnici, uvidime na jeji levé strané soucin
hamiltonianu a vlnové funkce. VInovou funkci, neboli orbital, vyjadiujeme pomoci vektoru.
Z toho vyplyva, ze mize byt prinejmensim technicky smysluplné vyjadfovat hamiltonian
pomoci ¢tvercové matice n X n, kde n je pocet prvkt orbitali, které budeme uvazovat.
No a ten dale odpovida poctu atomii v molekule, které poskytuji p, orbitaly pro tvorbu
m-elektronové soustavy. V nasem prikladé ma molekula butadienu ¢tyfi atomy uhliku, které
poskytuji celkem ¢tyti orbitaly p,. Molekulové 7 orbitaly tedy budeme popisovat pomoci

¢tyrprvkovych vektort a hamiltonian bude mit tvar matice 4 x 4:

Hy Hyy Hyz Hig
Hy Hay Hyz Hay
Hgzy Hjsp Hsy Hsg
Hy Hap Hyz Hug

Jak uz jsme naznacili, hamiltonian popisuje energetické pomeéry v molekule. Co to pfesné
znamena, je ponékud obtizné vysvétlit jednoduse; budeme se zde proto muset spokojit s
pribliznym vysvétlenim.

Diagonalni prvky hamiltonidnu (Hq;, Hae atd.) se nazyvaji Coulombovy integraly a vy-
jadiuji energii potiebnou k odtrzeni elektronu z prislusnych p-orbitali, tedy cosi jako silu,
kterou jsou elektrony v téchto orbitalech poutany. Prvky hamiltonianu mimo hlavni di-
agonalu se nazyvaji rezonancni nebo vyménné integrdly® a popisuji vzajemnou interakci
p-orbitalti na prislusnych atomech. Zde je nutno dodat, ze v ptipadé Hiickelovy metody je
vzdy H,;; = Hj;, takze hamiltonian je symetrickd matice (Hy2 = Ho apod.).

Pokud snad predesly odstavec laskavé ¢tenare mirné vydésil, musime je hned uklidnit.
Slova ,integral“ se neni tfeba bat, nebot my v nasich tlohach zZadné integraly pocitat nebu-
deme. Ba pravé naopak, hodnoty maticovych prvkt hamiltonianu ur¢ime velmi jednoduse

na zakladé nasledujicich pravidel:

8 Jak Coulombovy, tak vyménné integraly lze obecné v kvantové chemii vypodcitat, a sice skuteéné jako

urc¢ité integraly néjakych funkci.
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1. Coulombiiv integral pro p-orbital na kazdém atomu uhliku méa tutéz hodnotu, ozna-
¢ovanou bézné jako «. (Jak uvidime pozdéji, nebude pro nas pfesna hodnota a pod-

statna.)

2. Vyménny integral pro dvojici p-orbitali na sousednich atomech v uhlikatém skeletu
mé vzdy stejnou hodnotu (. Velmi dillezité je, ze tato hodnota je zadporna (a rovna

pfiblizné —250 az —300 kJ/mol).
3. Vyménny integral pro dvojici p-orbitalti na nesousednich atomech je roven nule.

Pomoci téchto jednoduchych pravidel tedy mizeme velmi snadno sestavit Hiickeltiv hamil-
tonian pro m-elektronovou strukturu skutecné libovolného nenasyceného uhlovodiku. Tak

napiiklad pro molekulu butadienu bude hamiltonian vypadat takto:

a 00
6 a0
06 alp
000 «

To je ovSsem vyborné — drzime-li v ruce hamiltonian, mtize nas ihned zacit zajimat, jak
se vyporadame se Schrédingerovou rovnici. V této rovnici 6 tedy zname hamiltonian H a
chceme vypocitat orbitalni energie € a rozvojové koeficienty molekulovych orbitald U. Zde
je vhodné upozornit, Ze tato tloha je jednim ze standardnich problému linearni algebry a
nazyva se vlastni problém. Orbitalni energie 1ze ziskat jako vlastni ¢isla hamiltonidnu, jehoz
vlastni vektory predstavuji prislusné rozvojové koeficienty molekulovych orbitalti. Metody
k feseni takovychto tloh jsou implementovany v fadé matematickych softwarovych balick,
které ma mozna i ten ¢i onen laskavy ¢tenaf nainstalovany na svém pocitaéi (napt. MATHE-

Protoze vSak potfebné vypocty nejsou nijak zavratné slozité, nebudeme se u tohoto pri-
kladu spoléhat na vypocetni techniku a ukazeme si, jak se s nimi lze vyporadat pomoci

prostiredkt vpravdé pythagorejskych, a sice tuzky a papiru.



16
C. Vypocéet orbitalnich energii

Napisme zde jesté jednou Schrodingerovu rovnici 6, majice na pameéti, ze hamiltonidn ma
tvar ¢tvercové matice a vlnova funkce je vektorem:

a B 00 c 1

6 apB o Co Cao

00 alp c3 3

000 « C4 Ca

|
™

(12)

Mirné upravime pravou stranu rovnice:
a 300 1 000 c1

o 0 000 c

fap | e "

00 alp 3 00e0 C3

000 « 4 000 ¢ 4

e}

Q

®)

Toto 1ze udélat vzdy — nasobeni cislem je pro vektor totéz jako nasobeni matici, ktera ma
vsechny diagonalni prvky rovny danému ¢islu a ostatni prvky nulové. Nyni prevedeme pravou

stranu rovnice na levou:

a B 00 c1 e000 c1
« 0 c 000 c
paso| el el ”
00 alp 3 00e0 C3
000 « Cq 000 ¢ Cy
a nakonec ,vytkneme"“ z rozdilu na levé strané vektor odpovidajici vinové funkci:
[ (a3 00 £000\| [a
o 0 000 c
Bapo| el )
00 alp 00e0 c3
000 « 000¢/ Cy

(Zde oznacujeme malym pismenem o nulovy vektor.)
Na zavér odeCteme matice na levé strané. Ziskame matici, kterd vznikne z hamiltonianu

odectenim energie € od diagonélnich prvki:

a—¢e [ 0 0 1
ﬁ a— & ﬁ 0 ) Co " (16)
0 6 a—e [ 3

0 0 6 a—c¢ Cy
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Ziskali jsme rovnici, ktera neni ni¢im jinym nez elegantnim zapisem jednoduché soustavy

¢tyT rovnic o ¢tyfech neznamych, s nulovymi pravymi stranami:

a—¢g)-c1+pP-ca=0
6'61"’(0{—5)'C2+6'C3:0
Bco+ (o —

Breg+(a—e)-cy=0 (17)

E)'03+ﬁ'04:0

Pozorného ¢tenafe napadne, ze tato rovnice mé jednoduché feSeni — vSechny rozvojové ko-
eficienty c; ... cy nulové. Takovémuto Teseni se fika trividlni reseni a nabizi se samoziejmé u
v8ech soustav linedrnich rovnic s nulovymi pravymi stranami (téz zvanych homogenni sou-
stavy, viz téz tieti kapitolu). V nasi tloze vSak hleddme FeSeni netrividlni — takova, ktera
nam poskytnou orbitalni energie € a (nenulové) rozvojové koeficienty c;.

Zde opét vyuzijeme poznatky linearni algebry. Plati totiz toto tvrzeni: Soustava linearnich
rovnic s nulovymi pravymi stranami ma netrivialni feseni tehdy a jen tehdy, kdyz méa nulovy
determinant matice koeficientt1. Ten se z historickych dtivodi nazyva sekuldrni determinant.’

Musime tedy spocitat determinant nasi matice v predchozi rovnici a polozit jej roven nule:

a—e [ 0 0
6 a—e¢ [ 0
0 6 a—cec f
0 0 8 a—c¢

Zde si miizeme situaci mirné zptehlednit zavedenim nové proménné

ng_Ta, tedy « — e = —fx (19)
¢imz determinant prejde na tvar
—0Bx 0 0 0
—fx 0
8 —Bz iy 20
0 5 —px p
0 0 6 —px

9 K podobnému problému vedou feseni pohybu vesmirnych téles, kde jsou pozorovany odchylky od pravi-

delného pohybu na dlouhé ¢asové skale. Odtud pochézi i nazev (lat. saeculum — v&k nebo stoleti).
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a po vytknuti § z kazdého fadku matice na

-z 1 0 0
A 1 —x 1 0
5. ~0 (21)
0O 1 —z 1
0O 0 1 —x

Zde je zapotiebi podotknout, Ze tento trik se zavedenim nové proménné x a vytknutim 3",
ktery vede na ponékud jednodussi determinant, lze provést ve vétsiné pripadi. Vycislime-
-li tento determinant, ziskdme v nasem prikladé bikvadratickou rovnici pro z, které zde

zastupuje skutecnou nezndmou e. Tuto rovnici miizeme snadno Tesit:

—=3224+1=0
3++5
2

3+5
2

2
Tio =

1'1727374 = + (22)

Z feseni pro proménnou x ziskame hodnoty energii vSech ¢tyr m-orbitalii molekuly butadienu,

vzniklych linearni kombinaci p,-orbitalti na atomech uhliku, jako ¢ = a + x:

g1 =a+1,6180

g9 =a+0,61873

es=a—0,6180

g4 =a— 16180 (23)
To uz je velmi zasadni vysledek. Orbitalni energie predstavuji kli¢ k pochopeni elektronové

struktury molekul. Zde je nutné pfipomenout, Ze parametr 3 je zaporny, a m orbitaly tedy

budou na energetické skale usporadany takto:



19

a—1,61843 4

a—0,61803 3

energie
]
1
1
1
1
1
1
1
Q

% a+061838 2«
44— a+16183 I

Coulombtv integral @ ma vyznam energie elektronu v atomovém p-orbitalu a plni zde
toliko roli energetické nuly. Tato skutecnost mé pro nas dva dtlezité disledky: Jednak tu
priznivou skutecnost, zZe hodnotu « vlastné nepotiebujeme znat, a za druhé nam umoznuje
ve schématu molekulovych orbitali urc¢it, které orbitaly jsou vazebné, které protivazebneé a
pripadné nevazebné. Tak tedy v nasem prikladu molekuly butadienu budou vazebné orbitaly
17 a 27 obsazeny kazdy dvéma elektrony ze c¢tyr, které ma m-systém k dispozici. Naproti
tomu orbitaly 37 a 47 maji protivazebny charakter a ztistanou nezaplnény.

Pokud budeme uvazovat excitaci elektronu z vazebného orbitalu 27 (HOMO) do pro-
tivazebného 37 (LUMO), bude energeticky rozdil ¢init AE = —1,236 3, coZ pii hodnoté 3
v intervalu —250. .. —300 kJ/mol dava excita¢ni energii pfiblizné 340 kJ/mol. Z této energie
miizeme primo spocitat predpokladanou vinovou délku absorp¢niho maxima v elektronovém

spektru molekuly butadienu:
_h-c
- AFE

Vysledna vinova délka kolem 350 nm spada do ultrafialové ¢asti spektra a nas vypocet tedy

A (24)

predpovida, ze butadien bude bezbarvou latkou. A to tak skutecné je! Na druhou stranu
je tfeba poznamenat, Ze experimentalné byla pozorovana vlnova délka priblizné 220 nm, a
nas vysledek tedy nevypada nijak oslnivé. Vezmeme-li vsak v ivahu jednoduchost pouzité

metody a hrubost pfijatych priblizeni, miizeme vysledek prohlasit za kvalitativné ptijatelny.
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D. Vypocdet rozvojovych koeficienta

Drzime-li v ruce orbitalni energie zkoumané molekuly, vime toho o ni uz pomérné hodné.
To nam vsak jesté tak tplné nestaci, radi bychom totiz védéli, jak dotycéné m-orbitaly vy-
padaji v prostoru. V predchozim obrazku si autofi jiz dovolili tvar m-orbitali molekuly
butadienu nac¢rtnout. Nyni si objasnime, jak se da tvar m-orbitali spocitat.

Vyjdeme opét ze Schrodingerovy rovnice 16 a 17, do které dosadime (nyni uz znamé)

hodnoty orbitalnich energii. Zacnéme tady vazebnym orbitalem 17 s energii ¢;:

a—e 0 0 0 1
a—c 0 c
8 LB el -
0 5 o — &1 6 C3
0 0 ﬁ a— €1 Cq
Po dosazeni za energii € = o + 1,618 3 ziskame
—1,6184 16} 0 0 €1
—1,618 0 c
8 58 el -
0 I} —1,6183 I} 3
0 0 16 —1,6183 Cyq
Mame tedy soustavu ¢tyt linearnich rovnic o ¢tyfech neznamych
—16188-c1+B-co=0
ﬁ~01—1,6185'02+5'03:0
6'02—1,6185'03+ﬁ'04:0
ﬁ'03—1,6185'04:0 (27)
Po vydéleni rovnic parametrem (3 1ze v soustaveé
—1,618 - C1+Cy = 0
cp—1,618-co+c3=0
02—1,618’C3+C4:0
c3—1,618-¢,=0 (28)

z prvni a ¢tvrté rovnice dosadit za neznamé c, a c3 ve druhé a treti rovnici
Cy = 1,618 - C1

C3 = ].,618 *Cyq (29)
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tak, ze obdrzime

c; —1,618% ¢, + 1,618 ¢, =0
1,618 -¢c; —1,618% - ¢4 +c4 =0 (30)

a tyto rovnice prejdou na tvar

—1,618¢; + 1,618 ¢4 =0
1,618 - ¢; — 1,618 - ¢4 = 0 (31)

Tyto rovnice jsou zjevné ekvivalentni a lze je upravit do tvaru
1 =c4 (32)
pricemz ze substituce 29 piimo plyne
co =c3=1,618-¢; (33)

Zdalo by se tedy, ze jsme se dostali do potizi — mame k dispozici pouze tii nezavislé rovnice
pro ¢tyfi neznamé. Zde vsSak postaci pouzit takzvanou normalizacni podminku: velikost

kazdého vektoru predstavujiciho molekulovy orbital musi byt rovna jednicce:

|l =1

JEtdrdtd=1

a+a+at+a=1 (34)
a tedy po dosazeni
A+ (1,618 ¢;)* 4+ (1,618 -¢1)2 +¢c2 =0 (35)
ziskdme
c; = 0,372 (36)

a uzitim rovnic 32 a 33 i ostatni rozvojové koeficienty

¢s = 0,602
¢ = 0,602
¢y = 0,372 (37)
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Tento vysledek jsme ostatné jiz uvedli v pfedstaveni orbitalt jako vektord (rovnice 9). Po-
zornému Ctenéfi jist€ neuniklo, ze jako rozvojovy koeficient ¢; z rovnice 35 bylo mozné vzit i
opacnou hodnotu, tj. —0,372. Poté by ovSem i vSechny ostatni koeficienty nabyly opac¢nych
hodnot. Je zfejmé, ze volba znaménka c; je libovolna; na tomto misté musime dodat, ze obé
mozné sady koeficientii (lisici se znaménkem) definuji identicky molekulovy orbital.

Stejnym zptisobem bychom mohli spocitat i rozvojové koeficienty ostatnich tii orbitald.
Ukazeme si to jesté pro orbital 27w, ktery je v molekule butadienu nejvyssim obsazenym
(HOMO).

Dosazenim orbitalni energie e = a+0,618 3 do Schriodingerovy rovnice 16 a zopakovanim

stejnych krokt jako v ptfipadé orbitalu 7; dostaneme v analogii k rovnici 28:

—0,618-¢c1 +c2 =0

cp — 0,618 - co+c3=0

cy—0,618-c34+¢c4 =0
cs —0,618-¢c4, =0 (38)

Provedeme substituci za ¢y a ¢ ve druhé a tfeti rovnici

s = 0,618 ¢,
3 =0,618 - ¢4 (39)

¢im7Z dostaneme

0,618 - ¢ + 0,618 - ¢4 = 0
0,618 - ¢, + 0,618 - ¢4 = 0 (40)

Tyto ekvivalentni rovnice 1ze upravit do tvaru
—C1 = (41)

Po doplnéni substitu¢nimi rovnicemi 39 tak mame opét tii nezavislé rovnice pro ¢tyfi ne-

znamé. Pouzijeme opét normaliza¢ni podminku 34, nacez z rovnice

c;+ (0,618 - ¢1)* + (—0,618 - ¢1)* + (—c1)* =0 (42)
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ziskame koeficient ¢; a po jeho dosazeni i vSechny ostatni:

c1 = 0,602

¢y = 0,372

c3 = —0,372

¢y = —0,602 (43)

Orbital 17 o energii a + 1,618 3 je tedy linearni kombinaci p-atomovyjch orbitalti na
vsech uhlicich s koeficienty se shodnym znaménkem. Tento fakt prinasi zvysSeni elektronové
hustoty v prostoru mezi uhliky (mimo spojnici jader), jak je vidét i v pfedchozim obrazku.
Energeticky vysSe polozeny orbital 27 o energii o 4 0,618 8 je takovou linearni kombinaci,
kde koeficienty prislusné ps a ps maji opacné znaménko nez koeficienty pro p; a ps, coz se

projevi vznikem nové uzlové plochy mezi atomy uhliku 2 a 3 (kolmé na spojnici jader):

v e

Postup vypoctu koeficientii zde pro neobsazené orbitaly butadienu jiz nebudeme opako-

vat; vSak se také viibec nelisi od toho, ktery jsme si zde predvedli pro orbitaly 17 a 27. Jak
divtipny Ctenar jisté vytusi a z predeslého obrazku snadno vycte, dochazi o orbitalt 37 a 47
k jesté rozsahlejsi alternaci znamének rozvojovych koeficientii, kterd ma za nasledek tvorbu

dalsich uzlovych ploch:

0,602 0,372
—0,372 —0,602

Im = , Am = (44)
—0,372 0,602

0,602 —0,372
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Naboje na atomech a 7dd vazby

Mame-li k dispozici orbitaly, mtzeme snadno vypocitat nékteré zajimavé vlastnosti zkou-
mané molekuly. Tak napfiklad pokud si uvédomime, Ze hustota naboje je druhou mocninou
vlnové funkce, neptrekvapi nas nasledujici vztah pro m-nabojovou hustotu na jednotlivych

atomech:
Q= Zn@ : c?# (45)

kde g, je ,pocet m elektronii pfipadajicich na atom p, soucet na pravé strané se provadi
pfes vSechny 7 orbitaly 4, n; je pocet elektront v orbitalu i a ¢;, je koeficient p-orbitalu na
atomu p prislusny m-orbitalu . Slovo ,pocet” pisSeme v uvozovkach, protoze se presné vzato
jedné o cast m-elektronové hustoty, kterou pritkneme danému atomu p, spise nez o skutecny
pocet elektront, ktery by musel byt celym c¢islem. Velicina g, celé ¢islo byt nemusi, miZeme
ji s vyhodou chéapat jako parciadlni nadboj na atomu, vznikly disledkem nerovnomeérného
rozlozené m-elektronové hustoty.

Spocitejme si napiiklad m-nabojovou hustotu v molekule butadienu na atomu 1 (krajni
uhlik, © = 1 v predchozi rovnici). Budeme uvazovat pouze obsazené 7 orbitaly, tedy 17 a
271 s obsazovacimi ¢isly n; = ny = 2. Rozvojovy koeficient atomového orbitalu p; ¢ini v
téchto molekulovych orbitalech ¢;; = 0,372, respektive co; = 0,602. m-néabojovou hustotu na

prvnim uhliku vypocitadme podle predchoziho vztahu jako
qu=mn1-c +ng-ci =2-0,3722 +2-0,602> = 1,00 (46)

Zcela obdobné ziskame i m-elektronovou hustotu na atomu 2 (stfedni uhlik, y = 2). Opét
pouzijeme obsazené orbitaly 17 a 27 s obsazovacimi ¢isly rovnymi dvéma a s nasledujicimi

rozvojovymi koeficienty pro atomovy orbital ps: ¢10 = 0,602, coo = 0,372. Vysledek:
G2 =Ny Coy+ Ny -y = 20,6022 +2-0,372> = 1,00 (47)

Vidime tedy, Zze na oba zkoumané atomy pripada pravé jeden m-elektron, a nebude asi
zadnym prekvapenim, ze z diivodu symetrie je situace stejna i na atomech 3 a 4.
Velmi podobnym zpiisobem je mozné zjistit prispévek m-elektroni k fddu vazby mezi

dvojici atomil. Tento prispévek vypocitame pro vazbu mezi atomy p a v jako

Puv = Z N * Cip * Ciy (48)
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kde n; je opét obsazovaci ¢islo molekulového orbitalu ¢ a ¢;, je rozvojovy koeficient moleku-
lového orbitalu ¢ pfislusny p-atomovému orbitalu na atomu pu.
Prispévek m-elektront k fadu vazby mezi atomy 1 a 2 v molekule butadienu tedy spoci-

tame takto:
P1ag =MNq - C11 - Cla + No - Ca1 - Coo = 20,372 - 0,602 + 2 - 0,602 - 0,372 = 0,89 (49)

To je uz zajimavejsi vysledek; pricteme-li k tomuto ¢islu jednicku, odpovidajici fadu o-vazby,
ziskame pro celkovy rad vazby mezi atomy 1 a 2 hodnotu 1,89. Tato vazba je tedy ponekud
slabsi nez ¢isté dvojna vazba, jakou bychom ocekavali napriklad v molekule ethylenu. A co

nyni zjistime, podivame-li se na fad vazby mezi atomy 2 a 37
P23 = Ny - C12 - C13 + Ny - Cog + Co3 — 2- 0,602 . 0,602 + 2- 0,372 . (—07372) = 0,45 (50)

Po pfic¢teni hodnoty 1 (za o-vazbu) dostavame fad této vazby roven 1,45, ma tedy smysl
prohlasit, ze tato vazba castecné vykazuje charakter vazby dvojné; je tedy o mnoho silnéjsi
nez bézné jednoducha vazba, napiiklad v molekule ethanu.

Na tomto prikladu vidime, Ze pouzitim jednoduché metody HMO jsme schopni zkoumat

vazebné poméry v nenasycenych molekulach.

E. Obecny postup fesSeni pomoci Hiickelovy metody

Molekula 1,3-butadienu pfedstavuje jednu z nejjednodussich m-elektronovych soustav a
feSeni jeji elektronové struktury je velmi nazorné. Abychom se mohli zajimat o elektronovou
strukturu pokud mozno libovolnych nenasycenych organickych molekul, musime si pfipravit
obecné pouzitelny postup feseni. Ucinime tak v této kapitolce; zde neni tieba se obavat
velkych prekvapeni, nebot postup feSeni se vzdy pfipadu butadienu velmi podoba.

Budeme hledat m-orbitaly jako linedrni kombinace p-orbitali lokalizovanych na n ato-

mech:

T=Cp1+tC P2+ ...+Ch DPn=| (51)

Cn

Podle pravidel uvednych v kapitole o butadienu sestavime hamiltonian. Pii konstrukeci

vvvvvv
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velmi peclivé. Nejprve musime urcit, které atomy disponuji p-atomovym orbitalem o vhodné
prostorové orientaci, ktery se nezapojuje do tvorby o-vazeb, a kazdému atomu pak pritadit
¢islo 1...n. Pak jiz mizeme prikroc¢it k vlastni konstrukci hamiltonianu. O hodnotach di-
agonalniho prvku H;; (Coulombova integralu) rozhoduje pouze identita pfislusného atomu.
Coulombovy integraly pro nékolik chemickych prvki, nejcastéji se vyskytujicich v organic-
kych molekulach, jsou uvedeny v této tabulce (spolu s poc¢tem elektront, kterymi dany atom

prispiva do m-systému):

prvek i priklad molekuly  Hj;

C (1 elektron) a

N (1 elektron) pyridin a+1/26
N (2 elektrony) pyrrol a+3/20
O (1 elektron) keton a+f

O (2 elektrony) furan a+20

Pro uréeni mimodiagonalniho prvku H;; (vyménného integralu) je rozhodujici, zda se
jedna o sousedni atomy v dané molekule. Pokud ne, je vyménny integral nulovy. Pokud ano,
nabyva urcité nenulové, presnéji feceno zaporné hodnoty. Vymeénné integraly pro kombinace

nejcastéjsich prvk budeme cerpat z nasledujici tabulky:

prvek ¢ prvek j  H;; = Hj;

C C B
C N (Le) g
C N (2e) 4/50
C O (Le) p
C 0 (2e) 1/53

Pomoci tohoto navodu tedy sestavime hamiltonian
Hy Hyp Hiz ... Hi,

H21 H22 H23 H2n
H31 H32 H33 H?m (52>

=
Il

Hnl Hn2 Hn3 Hnn
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Nyni jiz tedy mtzeme sestavit sekularni determinant, a sice tak, ze od kazdého diagonal-

niho prvku hamiltonianu odecteme energii € a vezmeme determinant vzniklé matice:

Hyy —¢ Hyp His Hy,
Hy, Hy —e  Hog e Hy,
H31 H32 H33—8 H3n =0 (53)
Hnl Hn2 Hn3 s Hnn — &

Tento determinant polozime roven nule. Vznikne algebraické rovnice n-tého fadu pro e (tedy
kvadratickd pro n = 2, kubickd pro n = 3 atd.), kterou je zapotiebi vytesit. Pro vyssi fady
n muzeme provést Teseni takzvané numericky — naptiklad tak, ze si levou stranu rovnice
nechame vykreslit pomoci vhodného programu na pocitaci a s rozumnou pfesnosti urc¢ime,
pro které hodnoty ¢ vykreslena kiivka protind osu x. Ptiklad takovéhoto feseni je uveden
dale v tomto pamfletu pii vypoc¢tu orbitalnich energii molekuly pyridinu.

V tomto okamziku jiz mame urceny orbitalni energie dané molekuly. Zajimaji-li nas i roz-
vojové koeficienty molekulovych orbitalii, postupujeme pro kazdy MO néasledovné: Dosadime

orbitalni energii ¢ do upravené Schrodingerovy rovnice, stejné jako v pripadé butadienu v

rovnici 16:
Hy —¢  Hyp His Hy, &1
H21 HQQ — & H23 H2n Cy
Hs, Hsy Hzs—e ... Hs, les | =0 (54)
Hnl Hn2 Hn3 s H’rm — € Cn

Tento zapis lze rozvinout do tvaru soustavy linearnich rovnic, coz je opét zobecnénim

postupu Feseni tlohy o butadienu (rovnice 17):
(Hll—E)'01+H12'02—|—H13'63+...—|—H1n'Cn:0
Hgl'Cl+(H22—€)'C2+H23'Cg+...+H2n'Cn:0

Hgl'Cl+H32'CQ+(H33—€)'C3+...+H3n'cn20

Hpy-cr+Hpco+Hpz-cs+ ...+ (Hpyp—¢) ¢, =0 (55)

Zde je tfeba pripomenout, ze tato soustava je vzdy tzv. linearné zavisla a my tudiz k

ziskani koeficientti potfebujeme jesté alespon jednu rovnici. Tou bude stejné jako predesle
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(rovnice 34) normaliza¢ni podminka:

IMo| =1

\/c%—l—c%—i—c%—{—...—i—c%:l

A+ttt =1 (56)

Z této soustavy rovnic neni zapotfebi mit pfiliSny respekt, nebot s malymi molekulami
si lze poradit pomérné snadno a u HMO hamiltoniant pro velké molekuly je vétsina prvki
nulova, coz feseni tlohy vyrazné zjednodusi.

Na zavér neopomeneme maly trik (pouzity uz v pfipadé molekuly butadienu, rovnice
19), kterym muzeme pocitani rozvojovych koeficient zpiehlednit a urychlit, jakoZ i omezit
nebezpeci vzniku chyby. Stac¢i si vSimnout, ze vSechny prvky hamiltonianu vzdy obsahuji
hodnotu (. Pokud provedeme malou substituci

E—w
g

miizeme kaZzdou rovnici v soustavé vydélit 3 (a sekularni determinant vydélit 5"). Ziskame

(57)

Tr =

tak ekvivalentni, avSsak mnohem pfehlednéjsi zapis, kde tlohu energie € hraje nova velic¢ina
x. MizZeme si predstavit, ze x pfredstavuje energii méfenou v jednotkach ( vzhledem k
senergetické nule“ predstavované hodnotou a. I tento tikon jsme si jiz predstavili pri studiu
molekuly butadienu, kde jsme 3 vydélili pfi prechodu od rovnice 27 k 28. Pokud se zabyvame
vétsi molekulou, u které hamiltonian nabyva vétsiho fadu, mize byt vyhodné tuto operaci
provést jiz pred vypoctem sekuldrniho determinantu.

Napftiklad u molekuly butadienu bychom rovnici 16 mohli upravit na tvar

—pBx  f 0 0 c1
—Px 0 c
5 —8r B el -
0 g —px B C3
0 0 6 —px Cy
neboli po vydéleni kazdého fadku matice hodnotou (3
—x 1 0 0 c1
1 = 1 0 c
1 =0 (59)
0O 1 —z 1 C3
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se sekularnim determinantem

—x 1 0 0
1 —x 1 0
=0 (60)
0O 1 —2 1
0O 0 1 —x

Vypocitané energie bychom mohli prevést zpét na jednotky o a 3 ze vztahu
e=a—af (61)

Zatimco v pripadé molekuly butadienu neni mezi obéma variantami vypoc¢tu prakticky roz-
dilu, u vétsich (naptiklad polycyklickych) molekul je rozdil v pfehlednosti obou zapist jiz
znacny.

Na zavér jesté pripomenme, ze z rozvojovych koeficient obsazenych orbitalt mizeme
vypocitat m-nabojovou hustotu na jednotlivych atomech jakoz i dil¢i rady vazeb, ptislusné
m-orbitaliim. Postup téchto vypoctid byl ukazan v predchozi podkapitole, a to v obecném

tvaru i na prikladu butadienu.

vvvvvv

Nejprve ocislujme atomy dusiku a uhliku v molekule pyridinu. Zdmérné nebudeme ve
vzorci kreslit dvojné vazby, nebot jsme si m-elektronovou strukturu jesté nespocitali, a tedy

jil povazujeme za neznadmou:

Nyni potfebujeme sestrojit hamiltonian. Z tabulek uvedenych v prislusné sekci vycteme
nésledujici idaje: Coulombovy integraly Hoc = «, Hyny = « + 1/2(3; vyménné integraly pro

sousedni atomy Hqor = 3, Hony = 3. Hamiltonian bude tedy vypadat takto:
a+l8 60003

3 aB 000
. 0 BapB 00 )
0 0B8apo
0 00B8alf
3 0008«
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U pyridinu jako cyklické molekuly nesmime opomenout vymeénné integraly mezi atomy 1 a
6, které se nachazeji v ,,rozich“ matice.

Méame-li hotov hamiltonidn, nic ndm nebrani sestavit sekularni determinant, coz se pro-
vede jednoduse odec¢tenim energie ¢ od diagonalnich prvki a vyjadienim determinantu

vzniklé matice:

a+lpef—c f 0 0 0 16}
I} a—e f 0 0 0
0 a—¢ 0 0
p p (63)
0 0 8 a—e [ 0
0 0 0 6 a—e f
16} 0 0 0 6 a—c¢
Zde si miizeme situaci ponékud usnadnit — provedenim vyse zminéné substituce
£E—«
T = 64
3 (64)
ziskdme determinant ve tvaru
stfz=z) 40 0 0 p
154 —px  f3 0 0 0
0 —pz 0 0
6 —px p (65)
0 0 6 =Pz B 0
0 0 0 6 =Pz (
164 0 0 0 g —px
a po vydéleni kazdého fadku 3 ve tvaru
Yo—z 1 0 0 0 1
1 —x 1 0 0 0
sl O 1 =z 1 0 O
g (66)
0 0O 1 —2 1 0
0 0 0 1 —2z 1
1 0O 0 0 1 —x

Nyni je tfeba spocitat determinant, napiiklad metodou rozvoje do subdeterminanti.

U determinantu matice 6 x 6 se jednd o pomérné dost prace, ale mame moznost pomoci
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si n&kterym z programti pro symbolické vypocty.l® Vysledkem je polynom Sestého stupné,
ktery polozime roven nule a ziskdme tuto rovnici:

2% —1/20° — 62* +22° +92° — 32 —4 =0 (67)

Reseni rovnice takto vysokého stupné budeme hledat numericky. Nechame si pomoci vhod-
ného poéitadového programu!! vykreslit funkci na levé strané rovnice a uréime priiseciky

S Oosou T:

o
T
|

sekuldrni determinant
T
1

Krivka protina osu x v bodech 2,107; 1,167; 1,000; —0,841; —1,000 a —1,934. Tyto hodnoty

musime jesté prevést zpét na energii podle vztahu
e=a+zx-f (68)
Tak ziskdme nésledujici schéma 7-orbitalit v molekule pyridinu:

6m a—1,9343

57 a —1,0003
Aar  a— 084103

energie
1
1
1
1
1
1
1
1
R

3w a + 1,000 3

43—
S 2 TN +1,1673

1r a4+ 2,1073

veve

11 Autofi maji radi XMGRACE, vhodné jsou i tabulkové procesory jako napiiklad OPENOFFICE CALC.
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V m-elektronové soustavé pyridinu se nachézi Sest elektronti, a v zakladnim stavu budou
tedy dvakrat obsazeny orbitaly 1w, 27 a 3.
Budeme-li nyni chtit vypocitat rozvojové koeficienty naptiklad orbitalu 17, vezmeme

Schrédingerovu rovnici ve tvaru

Yo—2z 1 0 0 0 1 c
1 —2 1 0 0 0 Co
0 1 -1 0 0 C3 _, (69)
0 0O 1 —zz 1 O Cyq
0 0 0 1 —x 1 Cs
1 0O 0 0 1 —z Cg

a dosadime za x hodnotu 2,107. Ziskame soustavu linearnich rovnic

—1,607¢c1 +co+c5 =0
c1 —2,107¢co+c3=0
co —2,107¢c34+c4 =0
c3—2,107¢cs+c5=0
cs —2,107¢c5 +cg =0
c1+ce5—2,107¢6 =0 (70)

v niz mizeme vyjadrit z 2. a 5. rovnice c3 a ¢4

C3 = 2,107 Cy — C1

Cyp = 2,107 Cs; — Cq (71)
a dosadit do 3. a 4. rovnice, ¢imz ziskame

2,107 ¢; — 3,439 ¢o + 2,107 ¢c5 — ¢ = 0
—c1 + 2,107 ¢y — 3,439 ¢5 + 2,107 ¢ = 0 (72)

Poté vyjadiime z 1. a 6. rovnice c; a c;

Cy = 1,60761 — Cg

Cy = 2,107 Cg — C1 (73)
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a dosadime do predesle ziskanych rovnic, ¢imz obdrzime dvé rovnice pro c¢; a cg

—5,526 ¢, + 6,878 ¢ = 0
5,825 ¢; — 7,246 cg = 0 (74)

které jsou zjevné ekvivalentni a lze jimi vyjadrit naptiklad c¢; pomoci cq:
c1 = 1,245 ¢4 (75)

Ostatni rozvojové koeficienty vyjadiime rovnéz pomoci cg s vyuzitim vztahi 71 a 73 jako

co = Cg
cs = 0,862 ¢
cy = 0,816¢4
cs = 0,862 cq (76)

coz nam umozni pouzit normaliza¢ni podminku k vypoctu cg:

A+ttt =1
(1,245% + 1% + 0,862% + 0,816* 4 0,862° + 1°) ¢§ = 1
5702c2 = 1

¢ = 0,419 (77)

Nyni zbyva uz jen dosadit tuto hodnotu do vztahti 75 a 76, ¢imz ziskdme ostatni rozvojové

koeficienty orbitalu 17:

1 = 0,522
¢y = 0,419
c; = 0,361
cy = 0,342
5 = 0,361 (78)

Tento postup miize vypadat na prvni pohled komplikované, jedna se vSak pouze o dosazo-

vani z jedné rovnice do druhé; spise nez slozita, je tato procedura pro vétsi molekuly ponekud
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pracné. N&s vysledek si miizeme porovnat s vysledkem vypoctu pomoci programu O CTAVE. 2

Zde obdrzime ve zlomku sekundy rozvojové koeficienty hned vsech Sesti m-orbitali:

0,521 0,571 0,000
0,419 0,191 0,500
0,361 —0,349 0,500
0,343 —0,998 0,000
0,361 —0,349 —0,500
0,419 0,191 —0,500
0,546 0,000 -0,323
0,366 0,500 0,393
—0,238 —0,500 0,437
A = b = 6m = (79)
0,566 0,000 0,452
—0,238 0,500 —0,437
—0,366 —0,500 0,393

Na zacatku kapitolky o pyridinu jsme si odmitli nakreslit do vzorce této molekuly dvojné
vazby. Pravé nyni, kdyz uz zname rozvojové koeficienty m-orbitali, si mtizeme snadno spo-
¢itat Tady vazeb v této molekule.

PouZijeme obecny vztah uvedeny u piikladu molekuly butadienu (rovnice 48). V molekule
pyridinu jsou prvni t¥i 7w-orbitaly obsazeny vzdy dvéma elektrony, a fad vazby prislusny n-
elektronové hustoté mezi atomy 1 a 2 (1 je atom dusiku) ziskdme tedy takto:

P12 = M1 C11 - Ci2 +Ng - C21 - Ca2 + N3 - C31 - C32
= 2-0,521-0,419+2-0,571-0,191 4+ 2- 0,000 - 0,5000 = 0,65 (80)
Po pricteni jednicky za o-vazbu zjistime, zZe tato vazba je asi 1,65-nasobné, a z divodu
symetrie molekuly pyridinu bude totéz platit o vazbé mezi atomy 1 a 6. Pro dalsi vazby
spocitame rady vazeb takto:
pe3 = 2-0,419-0,361 + 20,191 - (—0,349) + 2 - 0,500 - 0,500 = 0,67
p3a = 2-0,361-0,343 + 2 - (—0,349) - (—0,598) + 2 - 0,500 - 0,000 = 0,67 (81)

12 Prvnim ptikazem zaddme programu matici-hamiltonian (po jednotlivych fadcich, zde pod jménem A):
1> A=[0.5,1,0,0,0,1; 1,0,1,0,0,0; O,1,0,1,0,0;0,0,1,0,1,0; 0,0,0,1,0,1; 1,0,0,0,1,0]
a druhym piikazem nechame vypocitat jeji vliastni ¢isla a vlastni vektory:
2> [V,L]1=eig(A)
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Vidime tedy, ze vazby mezi atomy 2 a 3, stejné jako mezi atomy 3 a 4 maji stejny rad 1,67
(po zapoc¢teni o-vazby). Totéz pak, z divodu symetrie, plati pro vazby 5-6 a 3—4. VSechny
vazby C—C a C-N v molekule pyridinu maji tedy ptiblizné stejny ¥ad kolem 12/3.13

Kromé radt vazeb mame moznost vypocitat i parcialni naboje na jednotlivych atomech.
Opét pouzijeme vztah uvedeny u molekuly butadienu (rovnice 45), ktery pro atom 1 (dusik)

pyridinu nabyva nésledujiciho tvaru:

— 2 2 2 _
g1 = MN1-Cjy TN Cy+N3-C3y =

= 2.0,5212 +2-0,571> + 2 0,000% = 1,19 (82)
Pro dalsi atomy (uhliky) pak dostaneme zcela analogicky

¢ = 2-0,419% +2-0,191% + 2 - 0,500° = 0,92
g3 = 2-0,361% +2-(—0,349)* + 2 - 0,500 = 1,00
Q@ = 2-0,343% +2-(—0,598)% 4 2 - 0,000% = 0,95 (83)

Ziskané hodnoty udavaji, jak velka ¢ast m-elektronové hustoty pripada na kazdy urcity atom.
Rozdil této hodnoty od jednicky pak bude mit vyznam parciadlniho nadboje na prislusném

atomu. Tyto naboje uvedme v nésledujicim obrazku:*

-0,19° 10,08

0,00 +0,05

Obecné lze takto ziskané parcialni naboje u aromatické molekuly vyuzit k ivaham o prefero-
vanych polohéch elektrofilniho ataku. Lze naptiklad Fici, ze pokud by na pyridinu elektrofilni
substituce probihala, pak vyhradné na atomech 3 a 5, tedy v polohach meta.'> Dtivodem k
tomu je kladny parcialni naboj na ostatnich atomech uhliku (v polohach ortho i para), diky

¢emuz tyto atomy nejsou pro elektrofilni ¢inidlo atraktivnim tercem.

13 ProtozZe se jedna a heterocyklickou molekulu, nelze odekévat, Ze viechny vazby budou mit stejnou délku.
14 Souget nabojt neni piesné nula v disledku zaokrouhlovaci chyby.
15 Ve skutecnosti elektrofilni substituce nebude probihat téméi vitbec, protoZe volny elektronovy par na

atomu dusiku (v roving molekuly) je pro elektrofilni ¢inidlo pfilis silngm lakadlem.
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III. ZAKLADY LINEARNI ALGEBRY

Pti zkouméni molekul metodami kvantové chemie mame co do ¢inéni (af uz zjevné nebo
skryté) s takzvanou vlnovou funkei. Tato funkce mtize nabyvat komplikovaného tvaru uz pfi
studiu jednoduchych molekul a chemici se proto museli poohlédnout po néjakém vyjadieni
(reprezentaci) vlnové funkce, které by jim usnadnilo pocitani. Elegantnim feSenim tohoto
problému je vyuziti aparatu matematické discipliny zvané linedarni algebra. V této kapitole

se seznamime s jejimi zakladnimi pojmy, zakonitostmi a uzitecnymi aplikacemi.

A. Pojmy a operace

Ptedstavme si objekty, s nimiz linearni algebra pracuje. Nejjednodussim je skaldr — to
je ta véc, kterou bychom asi nazvali obycejné ,¢islo,“ at uz readlné nebo obecné komplexni.

Zde budeme skalary oznacovat feckymi pismeny, tedy napiiklad pismeno ¢ (epsilon) budeme

vvvvvv

vvvvvv

nebo obecné komplexnich). Méné formalné feceno pro nas predstavuje vektor jakysi pofadac,
do néjz uschovavame n cisel s tim, ze jednotivé Suplicky v poradaci maji dané poradi a
v kazdém se nachdazi pravé jeden skalar. Jako ptiklad vektorové veliciny mtzeme uvést z
klasické mechaniky znamou rychlost ve tfirozmérném prostoru, ktera ma t¥i suplicky — slozky
ve sméru os x, y a 2. Vektory budeme oznacovat latinskymi pismeny. Zminovanou rychlosti

budeme rozumét usporadanou trojici ¢isel

(84)

Uy

Jednotlivé slozky vektoru oznacujeme latinskym pismem (stejné pismeno jako pouzito
k oznacdeni vektoru) s vhodnymi indexy, zde tedy zptisobem obvyklym v geometrii. Rikadme-
li, ze vektor je usporadané n-tice ¢isel, mame tim na mysli, Ze jednotlivé slozky vektoru maji

pevné dané poradi a nelze je tedy zaménit (matematici by fekli ,,permutovat®). Nasledujici
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dva vektory jsou tedy rtizné:

2 | #] 1 (85)

Zde je rovnéz zapotiebi zminit, ze slozky vektoru nemuseji mit viibec nic spolec¢ného s osami
kartézské soustavy. Mohou mit pomérné abstraktni vyznam a mtze jich byt i daleko vice
nez tii (ale i méné). V takovém piipadé se slozky vektoru ¢asto indexuji pfirozenymi éisly,
obvykle pocinaje jednickou.

Nyni se podivejme, jaké operace se s vektory daji provadét a které jejich vlastnosti nas
mohou zajimat. Zacnéme scitdnim vektori: souctem dvou vektord bude opét vektor, jehoz

slozky ziskame sectenim slozek ptivodnich dvou vektori, tedy takto:

aq b1 a + bl
a b as +b

2 4 2 _ 2 2 (86)
an by, an + by,

Pti ndsobent vektoru skaldrem jednoduse vynasobime kazdou slozku vektoru timto skalarem:

aq A ay
a A-a

P I ? (87)
Qn A ay,

Jako linedrni kombinaci dvou vektort oznacujeme takovy vektor ¢, ktery vznikne z ptivod-

nich dvou vektori a a b takto:

c=A-a+p-b

C1 )\~a1—|—u-b1
Co _ )\'a2+ﬂ'b2 (88)
Cn A-ay + by

Jedna se tedy o soucet dvou vektori, z nichz kazdy je vynasoben skalarem.
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Skaldarni soucin vektori a - b obdrzime vynasobenim odpovidajicich slozek vektoru a na-

slednym sectenim takto ziskanych cisel:

aq b1
a9 b2 B
: : i=1
an, b,

kde symbol "7 | uzivime k oznaceni sou¢tu prvkd, pro néz ¢ nabyvad hodnot od 1 do
n. Skalarni sou¢in mizeme pouzit k definici nékterych zajimavych vlastnosti vektort. Tak

velikost vektoru |a| ziskdme jako odmocninu ze skaldrniho soucinu vektoru sama se sebou

|a|:\/a-a:\/a%+a§+...+a% (90)

coz lze chapat i jako zobecnéni Pythagorovy véty, platné ve dvojrozmérném euklidovském
prostoru |a| = /a2 + a2. Mé-li vektor velikost rovnou jedné |a| = 1, fekneme, 7e se jedna o
jednotkovy vektor. Takové vektory se tési zvlastni pozornosti a maji velky vyznam i pfi stu-
diu molekul pomoci nastroji kvantové chemie. Podobné vyznamna situace nastava, pokud
maji dva vektory nulovy skaldrni soucin a - b = 0, a tato vlastnost se nazyva ortogona-
lita. (Pracujeme-li s vektory v tradiénim dvoj- nebo trojrozmérném euklidovském prostoru,
oznacCujeme takové vektory obvykle za kolmé. Tento pojem vSak nepouzivame, pokud maji
vektory spise abstraktni vyznam.) Casto pracujeme se soustavou vektort, které jsou viechny
jednotkové a po dvou ortogonalni, tj. skalarni soucin kazdé dvojice vektori z této soustavy je
nulovy. Takovouto soustavu vektorii oznac¢ime za ortonormadalni. Roli nuly hraje ve vektorové

algebte nulovy vektor o, ktery mé vsechny slozky rovny 0.
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Matice

vvvvvv

typu m X n je mozné si predstavit jako tabulku o m tadcich a n sloupcich. Napiiklad zde

mame matici 4 x 3, fikejme ji tfeba A:

1 0 —2
3 -1 2
A= (91)
2 -2 1
-13 0

Matici budeme oznacovat velkym latinskym pismenem, jeji prvky potom timtéz pismenem
se dvéma indexy, pficemz prvni index znac¢i fadek a druhy index pak sloupec, pocinaje
vzdy jednickou. Pokud uvadime matici pomoci vyctu jejich prvki, uzavirame ji do kulatych

zavorek. Matici 4 x 3 lze zapsat obecné takto:

A A Az
Aoy Agy Agz
Az Azp Asg
Ay Agp Ag
V nékterych aplikacich se hodi uvazovat o matici jako o soustavé slozené z vektori
Ap Ap Az
Ag Aga A3
Az Az Aszs
An Ay Ays

a naopak vektor lze povazovat za specialni pripad matice s jedinym sloupcem, tedy typu

(93)

n x 1. Asi nas proto neptrekvapi, ze zakladni maticové operace jsou podobné tém vektorovym.
Matice stejného typu tedy miizeme secist, a to sectenim pfislusnych prvkt téchto matic na

,stejnych mistech”:

A Agp Asg Bi1 Bis Bis A1 + Bin Aia + Big Ais + Bis

Aoy Asy A Bs; Byy B Ao + By Agy + Byy Ay + B
A+ B 21 Ao Aag n 21 Bz Bas | 21 21 Ao 22 Aog 23 (94)

Az Agy Asg B3y B3y Bss A3z + B3y Ase + B3y Ass + Bss

Ay Asg Agg By Bas Bas Ay + By Asg + Byo Ays + Bag
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Stené jako vektor mizeme i matici vynasobit skaldrem. V tomto pfipadé opét vynasobime

danym skalarem kazdy prvek matice:

An A Ans AAn A A A Ags
Aoy Agy A A-Agp A-Agpp A-A
oA ). 21 Azz Azz | 21 22 23 (95)
Az Asp Ass A Azt A Asp A Agg
Ap Agp A AcAp A Ap A Ag

vvvvvv

a vektoru. Abychom mohli vynésobit matici a vektor, musi se pocet sloupcti matice a pocet
prvkil vektoru rovnat. Vysledkem je pak vektor o stejném poctu prvki, jako je pocet radkt

matice, a ziskame jej takto:

A Agg Asg A1 v+ Arg - ve + Ags - vg
U1
. Ay Agy Aogs N | = Agy - v1 + Agg - v + Agz - 13 (96)
Az Ay Asg Asy - vg + Asg - vy + Asz - v3
U3
Ay Ay Ags Ag v+ Aygo - ve + Ays - g

Povazujeme-li fadky matice za vektory (otocené o pravy thel), je kazdy prvek vysledného
vektoru skalarnim souc¢inem piislusného radku matice A a ptivodniho vektoru v.

Priklad:

1 0 —2 ) 1-140-24(=2)- (-3) 7
3 -1 2 3.1+ (—1)-2+2-(-3 -5
]z (=1) (=3) | _ (o7)
2 -2 1 ; 2.1+ (—2)-241-(-3) -5
13 0 ~1-143-240-(=3) 5

Zobecnénim toho postupu je nasobeni dvou matic. Aby bylo mozné dvé matice vynésobit,
musi byt pocet sloupci druhé matice roven poc¢tu radkt matice prvni. Jiz z této podminky

lze vyvodit, ze nasobeni matic neni komutativni operaci, tedy obecné
A-B#B-A (98)

Proto je tfeba pofadi matic pfi nasobeni vénovat patfi¢nou pozornost. Mize se dokonce
stat, ze konkrétni dvé matice bude mozné vynasobit jen ,z jedné strany“, napiiklad pokud
je matice A typu 3 X 2 a matice B typu 2 x 2, bude mozné provést nasobeni A - B, nikoli

vsak B - A. Nasobeni matic si mizeme ozfejmit na nasledujicim piikladu:
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1 0 2
2 =3
-2 -13
-3 1
1 2
1 0 2
2 =3
-2 —-13
-3 1
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1-14+2-(-2) 1-04+2-(-1) 1-24+2-3
2:-14(-3)-(-2) 2:0+(=3)- (1) 2-2+(-3)-3| =
-3-14+1-(-2) -3:-04+1-(-1) -3-2+41-3

-3 -2 8
8 3 -5 (99)
-5 -1 -3

1-140-242-(-3) 1-240-(=3)+2-1

—2.1+(=1)-243-(=3) —=2-2+(=1)-(=3)+3-1

-5 4
—-13 2

(100)

Jinymi slovy, prvek vysledné matice v m-tém radku a n-tém sloupci vypocitame jako ska-

larni soucin m-tého fadku prvni matice a n-tého sloupce druhé matice. To je krteckovskym

stylem znézornéno v obrazku.

B

l ——

Al

!
O)
o

Ol L],

Zde se slusi podotknout, ze matice, se kterymi se setkame pfi nasem studiu molekul

pomoci kvantové chemie, budou vyhradné ¢tvercové, tj. se stejnym poctem fadki a sloupcti.

Je ziejmé, ze dvé ¢tvercové matice A a B stejného typu (n x n) lze vynasobit A- Bi B - A.

Pozor — vysledné matice budou opét obecné rtizné, coz si mizeme ukazat na tomto piikladu:

11 20 2 1
0 -1 01 0 -1

20 11 2 2
: = (101)

01 0 —1 0 -1
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Determinant matice

Kazdé ¢tvercové matici mtizeme piifadit ¢islo (skalar), které je jednak jeji dulezitou cha-
rakteristikou a jednak je velmi uzitecné v fadé tiloh, které dostaneme k feseni. Toto ¢islo se
nazyva determinant a oznacuje se bud znakem det nebo ,svislitky*“ (podobné jako absolutni
hodnota disla):

det A = | A (102)

Zacnéme nejjednodussim pripadem matice 1 X 1 — zde bude determinant roven jedinému

prvku matice. Determinant matice 2 x 2 spocitame rovnéz snadno takto:

A Arp
= Ay - Aoy — Agg - Aoy (103)
Agy Az
tedy naprtiklad
3 —4
=3.2—(=4)-(-1)=2 (104)
-1 2

Determinant matice 3 x 3 lze vypocitat stale jesté pomérné jednoduse pomoci Sarrusova

pravidla, pokud si matici ,nastavime® jesté jednou vpravo:

Vypocitame souciny prvkd matice po zdiiraznénych diagonalach a pak je secteme, pficemz

souciny prvkid podél prerusovanych car vezmeme se znaménkem minus:

A A Az
Aoy Aoy Agg| = A1 A Asg+ A19Ass Azt + A13As1 Ago — Az1 Aog Ars — Aszp Aoz A1y — Asg Asi Avo
Az Azp Asz
(105)
Pokud potiebujeme vypocitat determinant vétsi matice, nemtzeme uz bohuzel takovéto
jednoduché postupy pouzit. I zde si vsak budeme umét poradit, a to rozvojem do subdetermi-
nantti. Tento postup ndm umozni vyjadrit determinant pomoci determinant matic o jeden

fad mensich. UkaZzeme si jej na piikladu matice 4 x 4. Ptijdeme podél prvniho fadku matice
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(ale mohli bychom si vybrat fadek libovolny) a pro kazdy prvek v tomto fadku provedeme
nasledujici ikon: v matici smazeme cely fadek a cely sloupec, v némz se nachéazi dany prvek,
z této (mensi) matice spoc¢itame determinant a vynasobime ho ptivodné vybranym prvkem.
Takto spocitana ¢isla seCteme, a to s alternujicimi znaménky — tedy prvni (éerveny) soudin
vezmeme se znaménkem plus, druhy (zeleny) se znaménkem minus, t¥eti (modry) opét se
znaménkem plus a ¢tvrty (tyrkysovy) se znaménkem minus. Kdyby byla nase matice vétsi,
tato znaménka by se pravidelné st¥idala i dale (+, —, +, —,...). Tento postup vypada sice

ponékud slozité, ale ve skutec¢nosti se neni tfeba bat zadnych komplikaci:

12 -31 c o o o co o o c o oo c o o o
20 11 de0 11 _2.11+(_3)_20.1_1.20 1o
3-3 2 2 e -3 2 2 3e 2 2 3-3e2 3-3 2 e
2 -1 -2 2 e —1 -22 20 22 2 -1 e2 2 -1 -2
0 1 1 2 1 1 2 0 1 2 0 1
= +1-]-3 2 2/—2-13 2 2| +(-3)-|3 -32/—-1-|3 -3 2|=
—1-22 2 -2 2 2 12 2 —1 -2
= 41-12-2-44(=3)-(=5)—1-19=0 (106)

(Determinanty matic 3 x 3 jsme spocitali pomoci Sarrusova pravidla.)

Jak jsme zminili na zacatku tohoto odstavce, hodnota determinantu ndm cosi o matici
fika. To muzeme pékné vidét na praveé vypocitaném determinantu. Matice s determinantem
rovnym nule se nazyva singuldrni a tato vlastnost mimo jiné znamena, ze alespon jeden radek
takovéto matice je mozno vyjadrit jako linedrni kombinaci fadki ostatnich. A opravdu —
vsimnéme si, ze pokud u matice v rovnici 106 se¢teme prvni, druhy a treti fadek s koeficienty

po fadé 1, —1 a 1, pak dostaneme presné radek ctvrty:
1-(1,2,-3,1)+(-1)-(2,0,1,1) +1-(3,-3,2,2) = (2,-1,-2,2) (107)

Zbyva snad uz jen doplnit, Zze pokud ma matice nenulovy determinant, nazyva se requldrnsi.
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B. Priiklady k procviceni

Budiz dany vektory

4 1
2 —1
a= , b=
—2 )
) -3
a skalary
A=2 pu=3
Vypocitejte |a|, [b], a-b, c=X-a+ u-b, ||
11
Reseni: |a| =7, [b| =6,a-b=—23, c= , || = 2v/61.
1
Dale budiz dany matice
1 2 0-3 0 1 2 3
3 =210 -1 -20 1
1 1 3 -2 -2 2 10
-1 2 0 1 1 3 2 -3

Vypocitejte C -a, C-b, D -a, D-b, C

Resenti:

-5 =12 —4
o 9 7
-9 -1 1
-1 -2 0

C.D=

det C' = —58, det D = 55, det(C'- D) =

D, D-C,detC, det D, det(C - D), det(D - C).

13 0
-3 -2

3 D‘CL: 7D‘b: s
—6 1
-9 17
2 6 7 -1
-8 4 —2 4

, D-C=
5 =7 5 4
15 -8 9 —10

det(D-C) = —3190 (tato rovnost neni nahodna).
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C. Soustava linearnich rovnic

Reseni tady problémt v pfirodnich védach vedou k soustavé linearnich rovnic o vice
neznamych, pricemz pocet rovnic je v idedlnim pripadé roven poctu neznamych. Obecny

tvar takovéto soustavy (n neznamych, n rovnic) vypada takto:

Allxl + Algilfz + A13{E3 + ...+ AanL'n = bl
Agll’l + AQQIQ + A23$3 + ...+ Agnl'n = bg e

Anlxl + An2x2 + An3x3 + ...+ Annxn - bn

kde z; jsou neznamé, A;; dané koeficienty a b; dané pravé strany rovnic. Na takovémto
problému je zajimavé, ze jej lze vyjadrit jazykem linearni algebry pomoci matice koeficientti

A, neznamého vektoru x a vektoru pravych stran b takto:
A-x=b (108)

K feseni takovychto soustav byla vyvinuta cela fada metod, pricemz za metodu lze samo-
ziejmé povazovat i dosazovani za nékterou neznamou z jedné rovnice do dalsich, prestoze
tento postup muze byt zalozen spiSe na intuici nez né€jakém exaktnim algoritmu.

My se seznamime s Cramerovym pravidlem, které ma dveé vyhody: jednak je univerzalné
pouzitelné!'® a mimoto je zalozZeno na vypocétu determinantii nékolika matic, coz uz umime.

Ukazme si jeho pouziti na prikladu soustavy tii lineadrnich rovnic o tfech neznamgych:

14+ 310 — 223 =05
3wy + 51y 4+ 623 =17 (109)

2I1+4 +3[E3:8

Hodnotu kazdé nezndmé ziskame jako podil dvou determinantii. Ve jmenovateli bude vzdy
determinant matice sestavené z koeficientii levych stran rovnic a v citateli determinant této

matice, v niz sloupec prislusny dané neznamé nahradime sloupcem pravych stran:

16 Cramerovo pravidlo lze pouzit, pokud matice koeficientt neni singularni. Pokud singularni je, pak soustava

bud m4 nekoneéné mnoho feseni nebo nem4 zadné FeSeni.
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53 —2 15 —2 135
75 6 37 6 357
nolt il e o PBESI -2 PA8_8_,
13 -2 4 7 139 4 139 4
35 6 35 6 35 6
24 3 24 3 24 3
(110)

Jinou metodou k TeSeni soustavy rovnic je Gaussova eliminace. Jeji prvni ¢asti je preve-
deni soustavy ekvivalentnimi upravami na trojuhelnikovy tvar. To znamena, Ze x; se vysky-
tuje pouze v prvni rovnici, s pouze v prvnich dvou rovnicich a obecné x; pouze v prvnich
1 rovnicich. Ekvivalentni tipravou je pficteni nasobku nékteré rovnice k jinému rovnici.

Vyfesme si zde soustavu 109. z; je tfeba eliminovat z 2. a 3. rovnice. Za tim tcelem od

2. rovnice odecteme trojnasobek 1. rovnice, od 3. rovnice odec¢teme dvojnasobek 1. rovnice:

1+ 3x9 —2x3 = 5
—41‘2 + 12[133 = —8
—21‘2 + 71‘3 = —2 (111)

Tim jsme se zbavili nechténych x;. Nyni jeSté musime eliminovat x, ze 3. rovnice, coz se

nam podafi odectenim pil-nasobku 2. rovnice od 3. rovnice:

Ty + 3xy — 223 = 5
—41’2 + 121‘3 = —8
r3 = 2 (112)
Tim jsme soustavu upravili na trojuhelnikovy tvar. Druhou ¢asti algoritmu je dosazovani
vycislenych hodnot nezndmych postupné ze spodnich rovnic do hornich. Hodnotu x3 ze

3. rovnice tedy dosadime do 2. rovnice, coz ndm umozni vypocitat zs. Nasledné obé tyto

hodnoty dosadime do 1. rovnice, ¢imz ziskame x;:

—4.T2+12'2:—8 — I2:8

T1+3-84-2:2=5 — x, =15 (113)

Reseni soustav o véts§im poctu rovnic a neznamgych je pfimym zobecnénim tohoto postupu.
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D. Homogenni soustava

Specialnim pripadem soustavy linedrnich rovnic, ktery méa klicovy vyznam v kvantové che-
mii, je takzvand homogenni soustava. Takovouto soustavu pozname podle toho, Ze vSechny

jeji rovnice maji nulovou pravou stranu, tedy napiiklad takto:

21’1 + 2$2 + 3$3 =0
1 — 21152 + 6ZE3 =0 (114)

333'1 +4ZL'2+3333 =0

Jedno mozné feSeni je na prvni pohled zfejmé — vSechny neznamé rovné nule. Toto trividing
reseni vsak obvykle neni prilis zajimavé a nasim tkolem pak je najit feSeni takové, které
obsahuje alespori jednu nenulovou hodnotu (netrividlni resen).

Aby takovéto Feseni existovalo, musi byt splnéna tato podminka: Determinant matice

soustavy musi byt roven nule. Ovéime, zda podminka plati pro nasi soustavu tii rovnic:

2 2 3
1 -26/=0 (115)
3 4 3

Soustava tedy netrividlni feseni mit bude.

Zajimavou vlastnosti takovéto soustavy je ta skutecnost, Ze jednotlivé rovnice jsou line-
arné zdavislé, tedy jednu z nich lze vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich. Tuto vlastnost
objevime, i pokud se budeme snazit soustavu resit napriklad s¢itaci nebo dosazovaci metodou
— v pritbéhu feseni obdrzime napiiklad dvé ekvivalentni rovnice.

Reseni nasi soustavy mifizeme zahdajit vyjadienim x; z druhé rovnice
xr1 = 229 — 613 (116)
a dosazenim do rovnice prvni a treti, ¢imz ziskame rovnice
22y — 623) + 222+ 323 = 0
3(2zy — 6x3) + 429+ 323 = 0 (117)
a po uprave
69 — 923 = 0
10z — 1523 = 0 (118)
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A préavé zde si vSimnéme, Ze tyto rovnice jsou ekvivalentni — obé mtizeme vydélenim (prvni

rovnici tfemi, druhou rovnici péti) prevést na shodny tvar
219 — 323 =10 (119)

Mame tedy, spolu se vztahem pro x; (rovnice 116), dvé rovnice pro tii nezndmé. Takovato
soustava bude mit nekonecné mnoho feseni. V dalsim postupu zavedeme redlny parametr,
oznacme si jej t, a vSechny neznamé vyjadiime pomoci tohoto parametru. Prvni neznamou

miizeme vyjadrit libovolné — vezméme naptiklad x3
x3 =1 (120)
Ostatni dvé neznamé dopocitame z rovnic 119 a 116:
Ty = 3/awg = 3/at
r1 = 2x9 — 623 =3t — 6t = —3t (121)
VSechna rfeseni soustavy lze tedy zapsat jako
x1 = =3t xoa =3/t z3=1 (t € R) (122)

Tim je naSe tuloha z hlediska matematického zcela vyresena. Budeme-li se ale v chemii
zabyvat elektronovou strukturou molekul, radi bychom namisto nekonec¢né mnoha feseni
ziskali TeSeni jediné, jednoznac¢né. Jak si z onéch nekonecné mnoha sad ¢isel ale vybrat tu
spravnou? Ve vypocetni chemii davame obvykle pfednost takzvané normalizovanym feSenim,

ktera lze chapat jako jednotkové vektory. Zavedeme tedy pro feseni normaliza¢ni podminku

Vit i+ at=1 (123)

do niz dosadime TfeSeni soustavy a ziskdme hodnotu parametru:

\/(—3t)2+(3/2t)2—|—t2 =1

49
2 =1
4

t =2 (124)

Tuto hodnotu!” zbyva uz jen dosadit do obecného feseni soustavy (rovnice 122) a dostaneme

normalizované Teseni soustavy:

xy = =87, x9 =3/7, w3 =2/7 (125)

17 Hodnota t = —2/7 by samoziejmé vyhovovala také — normalizovand feseni existuji v principu dvé.



